
A. Dérivée de la longeur d’un arc

(1)s′(x) = ds
dx = lim∆x→0

∆s
∆x = ±

√
1 + ( dydx )2

(2)s′(y) = ds
dy = lim∆x→0

∆s
∆y = ±

√
1 + (dxdy )2

Démontration :

(0) PQ2 = ∆x2 + ∆y2

PQ2

∆x2
= 1 + ∆y2

∆x2

∆s
∆x

= ∆s
PQ
.PQ

∆x

∆s2

∆x2
= ∆s2

PQ2 .
PQ2

∆x2

∆s2

∆x2
= ∆s2

PQ2 .(1 + ∆y2

∆x2
)

Lemme:

Lorsque P tend vers Q , la valeur infinitésimale de l’abcisse curviligne
se rapproche de celle de la corde sous-tendue PQ.

Soit
lim∆PQ→0

∆s
PQ → 1

∆s2

∆x2 ≈ 1 ∗ (1 + ∆y2

∆x2 )

∆s2

∆x2 ≈ (1 + ∆y2

∆x2 )

∆s2 ≈ ∆x2 + ∆y2

En admettant le lemme ayant pour valeur limite 1, on obtient:
ds
dx = ±

√
1 + d2y

d2x = ±
√

1 + ( dydx )2 = ±
√

1 + f2′(x)

Ce qui d’ailleurs vérifie le lemme:

lim∆PQ→0
∆s
PQ = ds

PQ =
dx∗±

√
1+ d2y

d2x√
dx2+dy2

=
±
√
d2x(1+ d2y

d2x
)√

dx2+dy2s
=
±
√
dx2+dy2√
dx2+dy2

= ±1

prenant la valeur positive si l’on parcourt
dans le sens algébrique positif, le lemme est vérifié.

Longeur de l’arc:

La longeur de l’arc peut être obtenue par intégration,

ds = ±
√

1 + f2′(x) ∗ dx

On intégre ds comme un module et non comme une valeur orienée∫
ds =

∫ √
1 + f2′(x).dx
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B. La courbure K d’une courbe y = f(x) représente le taux de la variation
de la direction par unité de longueur de l’arc s. (angle d’inclinaison τ de la tangtente en P)

(3) dτ
ds = lim∆s→0

∆τ
∆s = y′′

(1+y′2)
3
2

Démontration :

tg(τ) = y′(x) = dy
dx

τ = arctg(y′(x)) = arctg( dydx )

Selon la règle de dérivation on a : (a)
dτ(s)
ds

= dτ(s)
dx

.dx(s)
ds

(4) dérivée de l’arc tangent

soit u = tg(y) => y = arctg(u) u′(x) = du
dx

= dtg(y)
dx

= dtg(y)
dy

. dy
dx

=
(b) 1

cos2 y
. dy
dx

= sin2 y+cos2 y
cos2 y

. dy
dx

= (1 + tg2y). dy
dx

= (1 + u2).y′ = u′. => y′ = u′
1+u2

= (c)arctg′(u) = darctg(u)
du

(b) d(tgy)
dy

=
d( siny

cosy
)

dy
= sin′y.cosy−siny.cos′y

cos2y
= cos2y+sin2y

cos2y
= 1

cos2y

ou plus simplement la dérivée de la réciproque =
dérivée de la fonction divisée par
1 + le carré de la fonction)

Or

τ = arctg(y′(x)) = arctg( dy
dx

),

et d’après (c) :

dτ
dx = d arctg(y′)

dx = (y′)′
1+y′2

et selon (1) l’inverse de la dérivée d’un arc

dx
ds = 1√

(1+f2′(x))

(a) devient d’après (4)(b)(c) :

dτ(s)
ds = dτ(s)

dx .
dx(s)
ds = (y′)′

1+y′2 ∗
1

(1+f2′(x))
1
2

= y′′
(1+y′2) 2

2

∗ 1
(1+y′2) 1

2

= y′′
(1+y′2)

3
2

2



C. Centre de courbure

O(α, β) = (x−
dy
dx
∗(1+( dy

dx
)2)

d2y

dx2

, y +
1+( dy

dx
)2

d2y

dx2

) = (x+
1+( dx

dy
)2

d2x
dy2

, y −
dx
dy
∗(1+( dx

dy
)2)

d2x
dy2

)

Démonstration :

Soit:

- Γ avec O(α, β) pour centre de courbure en P
- O ∈ v // y
- P ∈ h // x
- P ∈ t = tg

Γ
(P)

Comme:

h ⊥ v
n ⊥ t

}
⇒ (d)

y
α(v, n) =

y
α(h, t)

(d) D’après une règle de géométrie plane, deux paires de droites concourantes dont les côtés sont
deux à deux pérpendiculaires forment des angles égaux, ce qui entrâıne que :

tg
y
α(v, n) = Xp−Xo

Y p−Y o = Xp−α
Y p−β = tg

y
α(h, t) = lim∆x→0

∆y
∆x

= y′ puis, Y p−β
Xp−α = 1

y′ ,

en élevant la dernière équation au carré avec réarrangement, puis ajoutant y2′ membre à membre ;

y2′ ∗ (Y p−β)2

(Xp−α)2
= 1⇒ y2′ ∗ (Y p−β)2

(Xp−α)2
+ y2′ = 1 + y2′

en multipliant les deux membres par (Xp− α)2 , on obtient;

y2′ ∗ (Y p− β)2 + y2′ ∗ (Xp− α)2 = (Xp− α)2 + y2′ ∗ (Xp− α)2 ,

puis par deux mises en évidence, une substitution et un réarrangement;
y2′ ∗ ((Y p− β)2 + (Xp− α)2) = (Xp− α)2(1 + y2′)︷ ︸︸ ︷

=

pythagore

δ2(O,P ) = OP 2 = R2

On obtient:

y2′∗R2

1+y2′ = (x− α)2 ⇒ x− α = ±
√

R2∗y2′
1+y2′ ⇒ (e) α = x±

√
R2∗y2′
1+y2′

Or par définition le rayon de courbure est l’inverse de la courbure v. B ; ρ = ds
dτ

= (B) (1+y′2)
3
2

y′′ . Par approximation de la courbe au

cercle, on a en effet (à démontrer de manière rigoureuse ....):

ds
dτ

= lim∆s→0
∆s
∆τ

= longeur de la corde
angle intercepté

= longeur de l′arc de cercle
angle intercepté

= selon l’axiome de géométrie à R .

d’où R2 = ( (1+y′2)
3
2

y′′ )2 = (1+y′2)3

y2′′ . en remplaçant R2 dans (e) α = x±
√

(1+y′2)3∗y2′
y2′′∗(1+y2′) = x±

√
(1+y′2)2∗y2′

y2′′

finalement α = x± (1+y′2)∗y′
y′′ . On obtient de manière similiaire un résultat pour β (à démontrer)

En notations différentielles : O(α, β) = (x±
dy
dx
∗(1+( dy

dx
)2)

d2y

dx2

, y ± 1+( dy
dx

)2

d2y

dx2

)ou = (x± 1+( dx
dy

)2

d2x
dy2

, y ±
dx
dy
∗(1+( dx

dy
)2)

d2x
dy2

)

YVES ? Les signes dépendent de la position de P par rapport à O et des signes de y′ et y′′. Il faut considérer des intervalles croissants ou
décroissants? Les solutions négatives des racines donnent des résultats imaginaires, a correspond au centre O’ du cercle de rayon infini,
tangeant à la courbe et opposés à O ?
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