Matrices, quelques démonstrations

Matrice inverse (ordre n<4); détermination empirique de la matrice inverse par résolution de
systemes d’équations linéaires

(Rappel) Produit de matrices. Le produit de 2 matrices (A*B) n’est possible que lorsque le nombre de colonnes
de A (k) égale le nombre de lignes de B (k), puisque selon la définition, chaque élément de la matrice produit (C) est ,
tout en gardant la ieme ligne de A et la jeme colonne de A fixe, la somme des produits de la jeme colonne de la ieme
ligne de A par le ieme ligne de la jeéme colonne de B, avec dans 1’ordre successif et conjointement incrémenté des jemes
colonnes de A et iemes lignes de B en commencant par le premier élément jusqu’a la limite de la dimension respective
, "ordre" de la colonne de A et ligne de B (k et k) et poursuivant ainsi de suite pour la composition des autres éléments
successivement constitués, par ex. dans I’ "ordre de la lecture", en effectuant la somme des produits des él. j+1eme
colonne de B en commengant par la 1ere ligne et de ceux de la ieme ligne de A fixe en commencant par la 1¢re col.,
jusqu’a la fin de I’ordre de B (n) et poursuivant cet ordre de "lecture" pour i+1e¢me ligne de A avec la jeme col. de A a

nouveau partant de la 1ere colonne jusqu’a la fin de son ordre (n) et ainsi de suite jusqu’a m (ordre de lign. de A):

i/ 1 i) o3 N

)
1 b11 b1 bis b1in
2 b2 bao bas bin
3 bs1 b3z bss b1in
k by bis bys byn
N
i/j 1 2 3 k
1 a1 a2 aig ... Ak C11 = a11b11 +aiz2bar + ... + aikbig
Az1 Az A3 ... Ak
i(3) (6131 azgz agz ... a31; @:a3lb12+a32b22+...+askbk2
_ —kk b
(Cij = Zu:l,v:l Aju UJ')
m Aml 4ag2 Aasg ... aAmk

Matrice inverse, propriété déduite
Soit Btel que A * B = B x A = I . Alors par définition, B est I'inverse de A, noté : B = A™*!

(mais A* B=BxA=1<+= B%xA=AxB =1I.Alors par défin., A est aussi I'inversede B: A = B™')
Si on applique ce que 1I’on a montré ci-haut d’apres la définition de produit de 2 matrices au cas des matrices inverses,
cad que le produit de 2 matrices existe seulement si le nombre de colonnes de la premiere matrice égale le nombre de

ligne de la seconde (k), on doit nécessairement avoir :

regle de A*B
{ Cmn =y Hamsb, = s=t=u N { Cop=ApuBuyp } B=A-1

régle de A*B C — B. A = Cp,p == Cu,u = UuU=2p
Ct,s = Z Hbt,na,m,s = m=mn=2Dp u,u — Du,pApu

Les matrices doivent nécessairement avoir le méme nombre de colonne et de lignes; étre des matrices carrées: A, o, Bay.u




Matrice inverse, résolution

On a donc par exemple pour la matrice d’ordre 3X3:

ayx
az1

agzy

a;1bi1 + aizbai + aisbs:
az1bi1 + azeba1 + azsbsr

agibi1 + agzba1 + assbs:

Calcul des éléments de la matrice inverse par mise en évidence et simple substitution;

(1) ai1biy + a@12b21 + aysbs; = 1 (1) by = 1—a12b(2111—a13b31
(2) aiibiz + a12b2z + ay3bs2 = 0 (4) bi = l_a”b;;_a%bsl ( (1,7)
(3) aiibiz + ai12b23 + a13bsz = 0 (7) bur = 1_a32b21131_a33b31 (4, 7
(4) a21b11 + azeba; + azsbz; =1 (2) b2 = —%nalm (2’ 8)
(5) @a21b12 + @22b32 + az3bszz =0 (5) byz = —%21@3{)32 (5’ 8)
(6) a21b13 + a@z2ba3 + az3bzz =0 (8) b1z = —%ma?’m (3, 9)
(7) asibii + asaba; + azsbs; =1 (3) bis = _al2b2?1—1(“3b33 (6, 9)
(8) asi1biz + as2baz + assbsx =0 (6) bys = _ambzz—:mbs?’
(9) asibiz + as2baz + aszsbzz =0 | (9)bis = ——aszb”;l_fasb“
( (17)031 — aizbz1a3; — aizbziaz; = a1 — azz2baia1; — assbziag ]
(47)a31 — az2b21a31 — ag3bziaz; = az; — azz2baiaz — assbziaz
(2, 8) a12ba2as; + aisbszas; = asabazair + assbszaq [
(5, 8) azzbazasy + azsbszas; = asabazaz; + assbsaas
(3,9) aizbazas; + aisbszas; = asabazars + asszbszaq
\ (6,9) azabasasy + aszzbszas; = asabazaz; + assbssas )
(17)(a32a11 - 012031)1721 + (a33a11 - a13a31)b31 = ai11 — Aasa
(47)(a32a21 - a22a31)b21 + (0»33021 - C'/230131)1131 = a21 — Aasi
(2, 8) (a12a31 - a32a11)b22 + (a13a31 - CL33¢111)b32 =0 Ayz =

A

a;1bi1 + aizba1 + aisbs

aiz Ai3g
azy Aass az1b11 + azeba 4 azsbs
agz ass ag1bi1 + agz2ba1 + assbs

;

(5, 8) (a22a31 — as2a21)b2z + (a23as31
(3,9) (a12a31 — asz2a11)bas + (aizas:

(6,9) (a22a31 — @32a21)b23 + (a23a31

9

9

9

a;1biz 4+ ajobae + aisbss
az1biz 4 azebae + azsbsy

agibi2 + asz2baz 4+ agsbss

B(=A1)

b12
b22
b32

aj1biz 4+ azzbae + aisbse
az1b12 + azebaz 4 azsbss

agibiz 4 agzabae + asgsbse

- a33a21)b32 =0

— agzaq1)bzz =0

— as3a21)bzs =0

1—ai2b21—aizbsi

b13
bas
b33

, aiibisz + ajz2bas + aisbss
, agi1biz + azzbas + assbss

, Aasibiz + agz2bas + agsbss

aj;1bis 4+ aje2bas + aisbss
az1bis + azebas + azsbss

ag1bis 4+ agz2bas 4 asgsbss

1 00
010
0 01

=

1—agz2b21—a33bsi

all

1—a22b21—a23b31 __

azl

1—agz2b21—as3bsi

a1

azl

__ aizbzataisbsa _ _ as2baatassbsz
ail asi
— __a2zbaztassbsz _ asabataszbsz
a21 asl
_ ai2bzsztaigbsz __ _ as2bzztassbss
ail agl
__ a22b2stagsbsz __ _ as2baztassbss
a1 agl
a1l ai2 a3
azi az2 az3
agi aga ags

det(.A23) = 11032 — Q31012 = 023

Considérons les déterminants des mineurs de la matrice A (matrices d’ordre plus petit) , ceux-ci sont définits comme

des matrices d’éléments non exclus d’une ligne et une colonne, dénommés m et indicés de ces lignes et colonnes

respectives. On effectue alors des remplacement pour simplifier la résolution des éléments de B:



(17) 523b21 + 522b31 = a1 — asz

(47) 013b21 + d12b31 = @21 — az (17) — 33—2(47) 022b31 — 52;:112 bs1 = a11 — az1 — ?Tz(azl — asy)
(28) — d23baz — d22b32 =0 — = bs1 = 613(“”5_2323:gi;gﬁl_am)

(58) — d1gbay — d12b32 = 0 (258) bgy = —§2bgy = —32by,

(39) — d23b23 — 32bss = 0 (369) bgg = —§22bgy = —32bg,

(69) - 613b23 - 612b33 =0

On détermine certaines variables en fonction des autres ou exploite le théoreme de I’invariance du déterminant qui
stipule que le remplacement de différentes lignes ou colonnes par des combinaisons linéaires de ces lignes ou colonnes
ne modifie pas la valeur de la matrice pour éliminer des variables et réduire les équations a une inconnue. Développons
le numérateur de b31 qui est alors résolu en remplacant les deltas par les déterminants des mineurs. On peut simplifier
deux termes opposés. On constate qu’un méme élément a31 se trouve dans tous les termes et dans certains a double, si

on met en évidence cet élément, on peut retrouver des déterminants de mineurs de la matrice A:

513(011 - Cl31) — 523(6121 - a,31) = (a21a32 - a31a22)(a11 - Cl31) — (a11a32 - a31a12)(a21 - Cl31) =
= 11057632 — A11031022 — 031021032 + Q31031022 — 021611032 + 2131012 + A31Q11A32 — Q31031012 =

= —(011022 — 621012)031 - (021032 — 6131022)031 + (011032 — Cl316112)031-

On adonc : N (bs1) = az1(—0813 + 023 — d33) = —asz1(ds3 + 013 — 62/3) - =

T b |
aiip Ai2 a3 matrice des dét. des mineurs de A
| I |
a a a
N (bsr) = —ag a1 Qi n Gz Gz || || Q11 Q12 '-I-,_2—1_—_22'J.. 23 811 b1z b1
a1 QA9292 agzy; ass as; ase a3l _a3z_l ass 621 022 O23
Ajl Ajiz2 aAisg 631 032 033
—

On constate que le numérateur de b est un multiple négatif de 1’élément corresplan(Taane a (de méme "coordonnées") et
de la somme des différents déterminants (dét.) de mineurs positifs ou négatifs constitués par le nombre de combinaisons
non répétitives de 3 lignes différentes (ordre de ligne de A) dans deux lignes (ordre inférieur) dont les éléments de la
derniere colonne sont exclus. En s’inspirant de la méthode employé dans la regle de Sarrus pour le calcul de dét.
d’ordre 3, on ajoute une ligne au-dessous et I’on constate alors que cette somme de dét. peut €tre modélisée par les
mineurs successifs dont le signe négatif est attribué au mineur formé par les éléments de la derniére ligne de la matrice
originelle et de la ligne ajoutée. On constate également que le dénominateur est un dét. négatif d’un mineur de la
matrice formée des dét. des mineurs comme €éléments. On peut représenter cette matrice et constater que le dét. du
mineur du dénominateur est celui des éléments de cette matrice tel que que le mineur est composé des éléments dont les
colonnes et lignes exclues correspondent aux indices de ligne et colonne de I’élément de b dont on cherche la solution.

r A
6 6 611 | 612 513I
12 13
D(b31) - 622513 - 523512 - _(612623 - 522613) - - 521 622 523
022 23 ==
331) | 032 O3
On peut développer le dénominateur et extraire identiquement I’élément a de mémes indices que celui de B(= A1)

(a11a33—a31a13)(a21a32—a31a22)—(a11a32—a31a12)(a21a33—a31a23) = a3 1ad32—Qa11033031022—
31013021032 + A31013031022—0a 21033 + A11032031023 + 31012021033 — A31012031023

Représentons les produits des éléments précédés de leurs signe par des matrices distinctes des seuls éléments de chaque

produit dans leur positions originelles, on constate alors que chaque linge ou colonne ne contient qu’un seul élément;

Le nombre de ces produits est le nombre d’arrangements de triolets tel que tous les éléments soient différents , c’est
donc le nombre d’arrangements de 3 éléments avec 3 éléments ou toutes les permutations possibles réalisées avec ces

3!
3 éléments. Ag = =3 = DP;

- (3 —.3)!



ayl ais azs arl a2 az2
= —asz asa +| a2 - ago - azz | —| az1 + ass

ags agz agy agz ags agy

La somme des produits des triolets d’éléments n’est autre que le détérminant de la matrice A;

ail ail —ai2 —ai2 ais ais
azz - azs | +| az - azs | + | az - az2 = d(A)
ags agz ags agy agz agy
ay; a2 Q21 Q22 a;; aiz
_|_ —
—a31(033 + 013 — 023) _ || @21 a2z asi; ass az; asz

Pour finir: bg; =
—agidet(A) ai; aiz2 Qs

On a vu que les déterminants au numérateur sont ceux des mineurs de sous-matrice de A formées d’éléments n’appartemant
pas a la derniere colonne. La formalisation de ces sous-matrices (3-1)(3-1) par suppression de la colonne 3 correspon-
dant a I’élément b d’indice 31 (colonne 1 ) n’est pas évidente, a premicre vue on ne trouve pas immédiatement de lien,
en effet les sous-matrices sont formées des éléments des colonnes 1 et 2 et I'indice de b comporte la colonne 1. 11
faudrait caractériser les autres éléments et en tirer une formalisation, mais on peut s’attendre a priori que le probleme
sera équivalent. On peut par contre considérer le transposé de la matrice de A comme support de formalisation. En
effet, la somme des déterminants des mineurs est alors composé des déterminant des mineurs formés sur les deux pre-
mieres lignes, on peut proposer que cette somme est formé de la somme des déterminants des mineurs alternativement
formés par colonne successive dont sont exclus les éléments de méme colonne et méme ligne (ici 3, constante), puisque
I’élément recherché est b31, d’indice de ligne 3. On propose une formalisation faite de la somme des éléments de la
ligne correspondante (3) d’une matrice U dont les éléments sont les déterminants des mineurs du transposé de A comme

indiqué;c’est a dire formé par les éléments dont sont exclus les lignes et les colonnes des indices de p

T g S
a1 a2 aig aij; Qaz; Qs H11 MHi2 M3 |2111I agi |33
’ r_ |1
a21 Q22 Qa3 =A"=| a2 axx as H21 M22 H23 A" = a1y’ a2 |a3
| Mgl S
asy ag2 ass a3 Q23 Qaszg @ a;3 Aagg agsg
Mag; agy! d11:a21'037 ., ol
Hi1 K12 K13 alll azy a31| Hi1 K12 H13 @11:321,A31, Hi1 K12 K13 Iall a21|a31
1 1 1
H21 22 23 a12|f122 azy H21 22 23 'A12:022!032, 21 W22 23 lihz a22,a32
H32 133 Q13 Az3 A33 H31@N33 13 a23 A33 H31 132 Q13 az3 A33
az; asy ai; asx + ai; Qa1
b a2z asz aiz asz a1z Qg2 (—1)* gy + (—1)3 2 pse + (—1)3 3 pgs
31 pr— pr—
det(A) det(.A)

La généralisation attendue serait ?



a1 Q9 ai1n
-1 -1 —1
L 1 Az1 Qa2 A2n
B=A'l=_— _x N .
det(A) «++ ... &; = n’'importe quoi Ej,i:

Avant de proposer une généralisation en employant le transposé de A, appliquons une formalisation en se basant sur
le numérateur de la solution de 1’élément b31 trouvé plus haut avec 1 et j pour la ligne et la colonne respective de
cet élément et les correpondances proposées entre les déterminants des mineurs de A formés des éléments des deux

premieres colonnes pour 1’élément correspondant de b31 de colonne 1, on aurait alors ;
bij = O(i—2,5)Q(i-1,j+1) = A(i~1,)A(i~-2,j+1) T A(i-1,))C(i,j+1) — Q(ij)A(i—1,5+1)
— O(ij) A(i—2,j+1) T O(i—2,j) A (i,j+1)

Les colonnes des aij sont soit la méme colonne de j (1) ou soit la suivante j+1 (2). Pour chaque couple (j,j+1), on a une
permutation (i-k-1)(i-k) avec k allant de 0 a 1 pour les 4 premiers produits et une permutation (i-k-1-1)(i-k) pour k = 0
pour les 2 derniers. On peut proposer que lorsque la somme des ij des deux facteurs de produits sont impairs (a31 al2
et all a32; 7), il existe un m tel qu’il est égale 1 et les indices sont soustrait de cette valeur , sinon m vaut 0. Donc la
permutation serait (i-k-1-m)(i-k) avec m= 0 ou 1 selon cette somme de produit. ..ENCORE N’ IMPORTE QUOI!?

caractérisons d’abord un autre élément de la matrice inverse

A SUIVRE ......




