Chapitre 3. Les propriétés des solides. Ex 3.2-3.11

3.1 Plusieurs caractéristiques des réseaux cristallins ne peuvent étre ap-
préciés completement qu’a I’examen d’un modéle tridimensionnel de la
structure. On peut construire des modeles de réseaux cristallins pra-
tiques et peu coiiteux a partir de boules de gomme et de cure-dents. Con-

struire les modeles des structures cristallins montrées dans ce chapitre.

3.2 La densité du chlorure de sodium solide et de 2,165 g / cm3, et le poids de sa mole 58,448 g. Quelles sont
les dimensions d’un cube contenant une mole de NaCL solide ? Si la distance entre le centre d’ions Na+ et Cl-
adjacents est de 2,819 x 10-8 cm, combien y a-t-il d’ions de chaque charge le long de chaque aréte du cube ?
Calculer le nombre d’Avogadro a partir de ces données.

On peut calculer le nombre d’atome d’une sorte en employant la maille élémentaire du
réseau. L'unité de la maille est telle que chaque arréte comporte un couple de NaCl,
donc 2 distances interatomiques. En prenant le Na au centre de 1’arréte, dans chaque
maille , il y a 12 atomes dans les angles et un atome central, chaque Na est partagé
entre 4 mailles donc le volume de chaque Na appartenant a la maille est de 1/4, donc
le nombre de Na = 1/4x12 +1 =4. Donc chaque maille comporte 4 atomes de sodium
ou chlore et I’arréte de la maille (d) est de 2 distances interatom. (2a). Pour obtenir le
nombre d’atome, on éleve au cube le nombre d’atome par ligne de maille, au total 4x
(L/2a) au cube. La longeur du c6té étant donné par la racine cubique du volume calculé
a partir de la masse molaire et de la densité. Donc on obtient :
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3.3 Considérer un réseau cubique a faces centrées formé de sphéres rigides et identiques de

rayon R. Quelles seraient les dimensions d’un cube dont les faces renferment les centres des 14
spheres a la figure 3.23 ? Quel est le volume de ce cube ? Calculer la fraction de ce volume que

les spheéres occupent réellement.

Solution Une des caractérisitiques du cube a face centrée qui nous intéresse est la longueur d’une
diagonale. En effet, dans le modele compact représenté ci-joint, on voit que le rayon de sphere

représentant 1’atome ne nous permet pas de calculer directement la longueur de I’aréte du cube,

deux spheres sur le méme plan ne se touchent pas. Par contre, la diagonale est égale a deux rayons

plus un diametre, donc 4R. On obtient (Pythagore) :

20° =d? = a® = d—2 = (4R)2
2 2

Le volume occupé par les atomes correspond a la somme de 6 demie-spheres centrées au centre des diagonales plus

= 8R?> = a = 2V2R = V4. = a® = (2V2R)® = 16V2R?

huit huitieme de spheres dans les coins , cad 3 plus 1 spheres. Ce qui permet de calculer le rapport du volume effectif

_ Ax AnR3
d’atome par rapport au volume de la maille: fr,, = 3 = =0.74
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Rép. (manuel) V =8(1+v2)°R? (= a =2R(1+ V2), froy = 0.546

La réponse du manuel semble erronée , en effet , si on pose 1 pour la diagonale du cube,en

employant Pythagore 2 fois on devrait obtenir une diaglonale :

a=2R 2a®>=1? 1>?=1%+a?=3a>=1=./(3a®) = /(3%4R?) = 2RV3

Avec a erroné on aurait une diagonale de longeur abérrante :

I = 8R%(1 + v2)? 1?2 = 16R*(1 + vV2)? = | = /(16R*(1 + V2)?) =~ /&{2/”2/“

4R(1 4+ V2)

3.4 Un réseau cubique simple est constitué de huits spheres identiques de rayon R qui se touchent et se trouvent
au sommets d’un cube. Quel serait le volume du cube qui contiendrait ces huit sphéres et quelle serait la fraction
de ce volume réélement occupé par les spheres?

Dans 1 maille du réseau cubique simple, chacune sphere occupe un huitieme de volume de |
sphere, donc le volume total occupé de 1. Comme les spheres centrées au coins et symétriques
par rapport aux plans du réseau se touchent, 1’arréte du cube est égal a 2R. Le rapport des deux

volumes nous donne la fraction recherchée:

v gy L AnR® 4nR® Vi = (2R)° = 8R® s anR” g
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3.5 Les faces du cristal cubique de NaCl de la fig. 3.5(a) sont paralléles a celles du réseau
cubique a face centré de la fig. 3.7. En conséquence, chaque plan du réseau parallele aux
faces du cube contient un nombre égal d’ions Na et Cl-. Cela est-il vrai d’un plan paralléle

aux faces octaédriques de la figure 3.5(c)? Pour répondre comparer fig. 3.6 et 3.7.

Solution Les sommets de I’octaedre repésenté sur le schéma sont occupés par 1 seule sorte d’atome (ici CI), en
reconstituant 1 octaedre a faces parallele a celui-ci et décalé d’1 intervalle ionique, on constate que les sommes sont

alors occupés par 1’autre sorte de d’atome (Na). Les faces contiennent donc le méme nbre d’atomes (6) de méme sorte.

3.6 On peut obtenir un interstice tétraédrique dans un réseau de densité maximale en placant
quatre spheres de rayon R a un coin sur deux dans le cube. Puisque les spheres sont en
contact, la longueur d’une diagonale d’une face de ce cube est égal a 2R. Quelle est la longueur
de la diagonale du cube ? Le rayon de I’interstice tétraédrique est égal a la différence entre

la moitié de la diagonale du cube et R. Quel est Le rayon d’un interstice tétraédrique.

Connaissant la longueur de la diagonale d’une face, par Pythagore on peut obtenir la longueur de la diagonale du cube.

On en déduit le rayon d’un interstice d’apres la formule donnée.

d®> = (2R)* + (ZR\/7§)2 =6R%. = d=RV6=>
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Encore non résolu 3.7 Un atome vibre autour d’un point dans un réseau cristallin ressemble en quelque sorte a
une masse vibrant au bout d’un ressort. Pour de tels systémes, la fréquence de vibration augmente lorsque la
masse diminue. A partir de cela expliquer pourquoi les cristaux des atomes légers comme C, B et Be ont des
capacités calorifiques plus faible que 6 cal./mole a la température ambiante.

Posons l’équation de Newton pour le systéme masse ressort et déterminons la 5 2 :
11 Objet suspendu un _ressor
ort de rai-

fréquence vibratoire. Le systeéme considéré est soumis a la seule force non conserva- | fosms s e s s s SRR i

le ressort subit une déforma-
1 A 1 : . tion d,, et la force élastique
trice de rappel du ressort, donc 1I’équation est assez simpleme, en notant que 1’horaire

T = ki,

est exactement compensée par
le poids.

de I’atome considéré comme une masse oscillante peut étre représenté par un mouve-

. . . 2 . . ng - kd, = 0.

ment sinusoidal , on montre la relation entre sa fréquence d’oscillation et sa masse:
v Pz

F=—-kT=ma=m— = m—— avec T = Asin(0) = Asin(wt) =

Plagons 1'origine du référen-
tiel au point a'équilibre. Sup-
posons que 1'objet oscille ver-
ticalement. Lorsqu'il est dans
une position quelconque, carac-
térisée par un écart ¥, le res-
sort a une déformation

I’angle théta étant donné par le produit du temps et d’un rapport de perturbation par R
Fox ol il
unité de temps , c’est a dire de fréquence ciculaire (pulsation) , on peut aussi mon- | = "7 Y :

F, = -k(3,+ 7).

trer que la fréquence oscillatoire est inversement proportionnnelle a la masse comme | # sttt des forees qul slosencent sur le mabide oot sloss

F=ng +F, =0f - ki, - k¥ = -kF.

. . y ..
mentlonne daIlS 1 enOnCe. C'est une force de rappel proportionnelle & 1'écart. Un objet
2 2 k 27T k: suspendu & un ressort est donc un oscillateur harmonique. Lut
1 — 1 —_ — J— R tante de rappel s'identifie ici ¥ la constante du ressor
—Amw?sin(wt) = —kAsin(wt) => w' = — = w=— =1/— = v = FLLTILIL
période d'oscillation vaut
m T m
1 1 [k 1 el
— ) v “ Le segment AB de la figure ci-dessus indique une trajectoire
possible.
T 27V m m

Il faut maintenant montrer que la capacité caloridique est plus faible que 6 cal./mole pour les petits atomes a Tamb. La
loi de Dulong et Petit déduite des mesures faites par les auteurs essentiellement sur les métaux stipule que le produit de
la chaleur spécifique (massique) et de la masse molaire (atomique) , cad la capacité calorifique (thermique), approxime
une constante. (chap 1, Cp = Cm * Mm). La chaleur massique considérée en qualité de propriété macroscopique de la
matiere est I’énergie nécessaire pour élever la température d’une unité de masse de matiere d’un degré et les expériences
en thermophysique classique (Joule), montrent que la variation de 1’énergie thermique est linéairement dépendant de la
variation de la température et que ce facteur de proportionnalité est a priori constante. Or a basse température (<200°K)
ce constat n’est plus valable pour certains métaux. Etant donné que la masse molaire est une constante indépendante
de la température, la seule variable liée a la capacité calorifique est la chaleur massique. Lorsque 1’on développe le
rapport de la variation de I’énergie par unité de température , mise en équation de la capacité calorifique méme, en
tenant compte de la statistique de Plank (v images du développement du cours ci-dessous) et du principe d’énergie
quantifiée, on constate que ce postulat est vrai lorsque la température est tres grande, mais non a basse température;

dans les formules en remplagant des variables par des séries, on arrive par approximation a ces résultats.

Pour les basses températures , ce rapport varie et devient nulle lorsque I’on s’approche de zéro degré. La pente de la

courbe (E=f(T)) représentée sur la figue 3.39 est nulle. Pour arriver a cette conclusion, on dérive I’énergie par rapport
a la température T lorsque T tend vers zéro , et I’on obtient effectivement zéro (v. développ. cours et démonstration
ci-dessous), donc on a bien un rapport constant (postitif), cad une capacité calorifique constante qui varie (diminue) vers

les basses températures (de maniere exponentielle) jusqu’a zéro, ainsi elle passe en dessous des 6 cal/mole attendue.
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Revenons a notre probleme. Ici I’on doit considérer la capacité calorifique a température ambiante, donc constante en
relation avec la fréquence de vibration propre de I’atome qui est en rapport inverse avec sa masse. On peut effectivement
assimiler la vibration de translation d’un atome due a I’energie thermique qu’il recoit (a =°K I’atome est figé) a un
systtme de masse ressort lié a un référentiel fixe. Pour schématiser et simplifier on considere la vibration dans une
seule direction, répulsion et attraction inter-atomiques étant ici représentées par la gravité et la force de rappel. On a
une oscillation harmonique avec une période d’oscillation proportionnelle a la masse. On a montré plus haut que la
fréquence est inversement proportionnelle a la racine carrée de la masse. On I’introduit ainsi dans 1’équation de Dulong

et Petit par le bias de la masse molaire. On développe également la relation entre la chaleur massique et la fréquence

1 1 k 1
d’oscillation en examinant 1’équation qui la lie a I’énergie et la température. v = — = —4{/— X —— =
T 2wV m vm

m (= v " Vérifions si a Tamb (300°K) I’équation d’énergie d’oscillation peut étre simplifiée pour la fréquence
donnée de 10 puissance 12 (valable pour plusieurs solides) ; calculons les 2¢me et 3¢me terme de la série, on a :

hv _ 6.6262.107%410'2
ET  1.3807.10-23300

Le 3eme terme représente le 8 % du 2eme. et 1% de la somme des deux ler, en négligeant le 3¢me terme:

[J] = 0.16]J] %(:—;)2 = %(0.16)2[J] = 0.0128[J]

)
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Il devient difficile d’interpréter I'influence de la fréquence sur la capacité calorifique. De plus par cette voie directe,
on ne montre pas la relation entre la masse et la fréquence. Prenons le produit de la chaleur massique et de la masse
moléculaire, la chaleur massique est comme on a vu, 1’énergie nécessaire a I’élévation d’un degré par unité de masse,
donc, elle est indépendante de la masse, par conséquent de la fréquence, par contre on a déja la relation entre la masse

et la fréquence, tirée de I’éq. de Newton, a partir de la masse molaire, on peut remplacer la fréquence dans (2) :

m m=

’26,,2 k’ 2 ]- Va n=1 3Nah2

(HMm="""% (1)>(2) = Cp, Ve

- pi=—"— _"
4m2ny? = 472 Mn 2 2 b s T
474 MT (647r2kMT2 e2n~vEMT — 2+ e2n IcMT)

cette nouvelle équation a I’avantage de montrer la relation effective entre la masse et la capacité calorifique, mais
I’inconvénient de ne pas prouver a priori que seules pour de petites masses la capacité s’écarte de la valeur usuelle,
puisqu’il y a une continuité. Pour le vérifier, on établit la courbe de fonction entre ces 2 variables en posant par exemple
pour T=300°K et pour n =1 mole et N = Na dans I’équation développée a 3 ordres. Cependant on trouve que le terme

entre parentheése approxime O et que elle n’a aucun lien avec la formule approximée ci-haut??

3.8 Lorsqu’on examine un cristal NaCl avec des rayons X de longueur
d’onde 0,568 A , la premiére diffractions de Bragg se produit a 6 = 5°58’,
et est causée par les plans d’ions qui sont paralleles a la face du réseau
cubique a faces centrées. Calculer la distance entre ses plans. Quelle est
la plus courte distance entre les noyaux de sodium et de chlore dans le

cristal ? Quelle est la plus faible distance entre les noyaux de chlore. La
figure 3.7 peut aider a résoudre ce probleme. e

Afin que les ondes diffractées soient constructives et créent des raies intenses, il aurait fallu que le chemins parcourus
par deux ondes paralleles soient proportionnels a la longueur d’onde. Comme on peut le constater sur le schéma de
droite, lorsque une onde est réfléchie par 1I’atome central de la premiere couche avec un angle d’incidence téta, elle
repart avec un méme angle. Au point de départ de cet atome, 1’onde parallele pénétre dans la maticre et est également
réfléchie et parcourt 2d sin (téta), d étant la distance inter-couche, jusqu’a arriver au méme niveau que 1’onde de la
premiere couche (parallele). En posant que cette distance est un multiple de la longeur d’onde, on obtient la relation
entre la distance inter-couches, 1’angle de réfraction /reflection et la longeur d’onde. On pose pour entier 1. Les autres
entiers correspondent aux décalages de 2,3,4 couches. Comme on peut le voir sur le réseau NaCl, la distance entre les
noyaux contigus de sodium et chlores est celle de I’inter-couche et la plus faible distance entre les atomes de chlores

est la distance diagonale, admettant que le réseau est parfaitement cubique, on la détermine par Pythagore.

A B 0.568.10~10
2sin(@)  2sin(5.966)
Valeurs calculées (autres méthodes) et observées : 2.76.107'°[m]2.81.107°[m)]

nA = 2dsin(0) = d = dno—c1 = = 2.73.107'%[m)]

dei—ci = V/d? + d? = V2d? = 3.86.107°[m)]



Défaut de

3.9 En premiere approximation, les défauts de Schottky et de Frenkel se produisent
sans changer le volume d’un cristal. En supposant qu’un cristal de chlorure de sodium,
ait la fraction 103 des atomes (a) de Frenkel et (b) de défauts de Schotty, calculer le

changement de densité pour les deux cas a partir de la densité idéale de 2.165 g/cm3.

Le défaut de Frenkel est un défaut de position d’un cation dans un interstice, il n’infuence pas la masse total, donc la
densité du cristal. a) Ad = 0

Le défaut de Schotty correspond a 1’absence d’une paire d’anion et cation, le taux de défaut donné est de 1 sur 1000,
connaissant la structure du reseau centré de NaCl avec la distance entre deux plans , on peut calculer le nombre d’atomes
par unité de volume (1cm3 pour simplifier les calculs), puis le taux d’atomes effectivement présent dans cette unité de
volume , la nouvelle densité est le rapport de la masse d’atomes effectivement présents par 1 cm3, la différence nous

donne la valeur recherchée.

En effet, on a trouvé dans le probleme précédent cette distance. On sait par ailleurs qu’une maille du réseau contient
1/8 * 8 atomes, 12 * 1/4 atomes , 1/2 *6 atomes et 1 atome central, puisqu’un huitieme d’atome de chacun des huits
atomes des coins se trouve dans la maille , 12 quarts d’atomes au centres des arrétes, 6 demi-atomes sur les centres
des faces et un atome central, donc on a 8 atomes par maille. Le nombre d’atome dans I’unité de volume est donc 8

X le rapport du volume de référence (1cm3) par le volume d’une maille cubique dont I’arréte a été calculée dans I’ex.

précédent:
8V 8V 8 x 107%[m3] 99
Nt = = = - = 4.9.10%*[at.]
Um (2d)3 1.63.10—23[%]
) o 999 22
Le Nbr d’atomes présent est déduite du Nbr totale; npr1/1000 = Tat — ——— * Ngt *n,t = 4.8987.10

1000 ~ 1000

La différence des 2 valeurs donne le nombre d’atome manquant. On doit maintenant calculer la masse moyenne de
I’unité d’atome, on calcule la masse molaire moyenne que 1’on divise par le nombre d ’Avogadro. La différence des

produits de la masse unitaire par le volume unitaire nous donne la différence de densité;

M+ M Moy A 29.22[ 9 t.
Moy = Ot MNa _ 99 091 9 1 angye= "oy ANat _ [mole]t +4.9.101°[ 2" 1= 0.00238[- L]
2 mole: — — N Vi, 6.022x1023[ 2] cm3 cm3

Mais on voit que ces calculs étaient en fait inutiles, étant donné que le nombres d’atomes est proportionnel au volume
de maille (1:1) et que chaque volume de maille contient un atome de masse moyenne de Na et Cl, la densité du réseau

avec le défaut de Schotty est simplement le rapport d’atome présent par la densité du réseau sans défaut. La différence

99 a4 2.163[g/cm3] = A, =2.165
k = . cm —4. -
1000 ° g =d =

entre les densité est alors simplement calculé. dgr1/1000 =
2.163835[g/cm3] = 0.002165[g/cm3)|

REM: La différence entre les 2 valeurs obtenues par les 2 méthodes est de ’ordre de 10 %. Dans les deux méthodes
, on a calculé la différence de densité du cristal sur la moyenne des masses atomiques, donc le traitement pour les 2
est équivalent, dans la seconde méthode le rapport de défaut concerne le nombre d’atome, mais s’applique a une masse
volumique, donc a la masse moyenne entre CI et Na. Si la formulation de la 1ere méthode est correcte, cette différence

ne s’exlique pas avec évidence. L’ auteur indique pour valeur 0.002.



3.10 On trouve qu’un échantillon de sulfure de cuivre a la composition de Cul.92S, a cause de la présence de
Cu++ dans le réseau. Quel est le rapport de Cu++ a Cu+ dans ce cristal?

D’apres les données du probleme, on a un réseau formé de Cu+ et S2- dans lequel le défaut stoechiométrique de Cu+
a conduit a une oxydation de certains atome de Cu+ en Cu++, eu égard a la neutralité électrique et le rapport moyen
inférieur a 2 entre les 2 atomes. Par le principe de neutralité, le réseau est a priori nécessairement formé de mailles
contenant 2 atomes de Cu+ pour 1 de S2-, mais avec des lacunes dans les positions de Cu+, entrainant un défaut de
charge positive qui est compensée par effet de distribution de charges égales par I’oxydation de certains atomes en
Cu2+.

Par unité de S on a un manque de 0.08 Cu relativement a un réseau Cu2S ne contenant que des Cu+, donc 1.92 Cu.
Mais sur cette quantité moyenne il y a une part de Cu2+, c’est la part manquante a I’équation stoechiométrique, donc

une présence en Cu++ de 0.08. Le rapport est donc simplemement :

0.08

——————— =0.0434 ou 4.34[%]
1.92 — 0.08

TCu++/Cu+t+ =

3.11. Le cuivre a une structure cubique a faces centrées. La
longueur du coté de sa maille élémentaire est de 3.61 A. Quelle
est la grosseur de ’atome le plus volumineux qui pourrait se
loger dans les interstices du cuivre sans le déformer?

L’espace horizontal disponible au centre de la maille correspond a la longueur du coté déduit de 2 fois le rayon de
I’atome de cuivre, puisque une demi-sphere de celui-ci occupe I’intérieur de chaque coté. Par ailleurs, la diagonale sur
chaque face est de 4R. Ces deux relations nous permettent de trouver le diametre de 1’atome que I’on peut intercaller
dans la cavité.

{dface:4R: Va2+a2: V2a2:a\/§:>R:a§:1.27A

ecentre:a—2R:a—2a¥:a—a§:a(l—%):az——z\/ﬁzl,(mz&

€Ecentre

— 0.528A

Tatome inclus =

Bien que I’espace diagonal d’une face soit €gal a 2R , ’espace disponible a un atome central est bien plus petit, limité

par les atomes centraux des faces .




